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多边形比例边界有限单元非线性化方法及应用

陈 楷 1，2，邹德高 1，2，孔宪京 1，2，刘京茂 1，2

（1.大连理工大学 水利工程学院，辽宁 大连 1 1 6024；2.大连理工大学 海岸和近海工程国家重点实验室，辽宁 大连 1 1 6024）

摘 要：针对当前比例边界有限元法（SBFEM）仅适用于弹性求解，无法推广至非线性应用的问题；根据三角形单

元积分法则，提出在每个线单元径向覆盖的三角形引入域内高斯积分点，通过半解析的弹性解来构造用于非线性

分析的单元形函数，实现了非线性多边形比例边界有限单元（NPSBFE）.采用 NPSBFE 对经典算例 Koyna 大坝进

行塑性损伤动力响应分析，与振动台实验及 XFEM 模拟结果进行比较，结果基本一致，验证了实现的 NPSBFE 用

于非线性动力分析的可靠性.采用 NPSBFE 模拟考虑挤压边墙的面板堆石坝弹塑性地震动响应.用较少的网格模

拟结果与有限元较密网格所得的结果吻合良好.多边形比例边界有限元可以非常灵活地处理复杂的材料分区及跨

尺度区域的网格衔接问题，能够大幅减少建模难度和单元数量，提高模拟效率.
关键词：多边形单元；弹塑性；比例边界有限元；跨尺度网格
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Novel nonlinear polygon scaled boundary finite element method
and its application

CHEN Kai1，2，ZOU De-gao 1，2，KONG Xian-j ing1，2，LIU Jing-mao 1，2
（1.School of Hydraulic Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 1 1 6024，China；2.State Key Laboratory

of Coastal and Offshore Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 1 1 6024，China）

Abstract：The scaled boundary finite element method （SBFEM）is extensively applied in elastic structure
numerical simulation.However， its application cannot be expanded to nonlinear problem.A novel
nonlinear polygon scaled boundary finite element （NPSBFE）was developed by introducing internal
Gaussian integration points over a subdomain covered by each line element according to the integral rule of
triangular element.The nonlinear shape function was constructed with the introduced points by the semi-
analytical solution derived from elastic theory.The Koyna concrete dam was modeled，which was always
treated as the classical research obj ect for dynamic damage research of concrete dams.The results accorded
well with the one obtained from XFEM simulation and shake table test，which verified the reliability of the
accomplished method in nonlinear dynamic analysis.The response of nonlinearity under earthquake for a
homogeneous concrete faced rockfill dam with extrusion sidewall was modeled by utilizing the NPSBFE and
FEM，respectively.Results accorded well with the conclusion obtained from a dense FEM mesh，which
indicated the robustness of NPSBFE for dealing with the material partition in complex geometries.The
difficulty in modeling and numbers of elements can be significantly reduced.The NPSBFE provided
prominent advantages in dealing with the optimization of material partition and cross-scale subdivision in
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the domain with a mesh size changing rapidly.
Key words：polygon element；elasto-plastic；scaled boundary finite element；cross-scale mesh

  比例边界有限单元法（scaled boundary finite
element method，SBFEM）由 Wolf 等[1-2]提出，是一

种半解析的数值方法，自提出以来，已成功运用于诸

多工程问题的数值分析中，如钟红等[3-4]模拟了含裂

缝结构的裂纹扩展问题；杜建国[5]分析地震荷载下

地基与结构相互作用的问题；Liu 等[6]将该方法应

用于电磁问题研究；通过与 FEM 耦合，Yang 等[7-8]

大大提高了 SBFEM 的计算效率，很好地模拟了结

构裂纹扩展过程.目前，SBFEM 无法求解非线性问

题，这使得该方法的应用受到限制.材料非线性特性

是诸多数值分析无法回避的技术难题，在岩土工程

问题中尤为显著.
近年来，基于 SBFEM 提出的多边形比例边界

有限单元继承了多边形单元的优势，已被证明精度

和收敛性都高于多边形有限元[9-1 2]的数值算法[1 3].
与传统单元相比：该单元边数任意，能够灵活地处理

更复杂的几何图形的网格剖分问题；可以快速建立

跨尺度网格模型.
在许多复杂工程结构的数值分析中，传统有限

单元处理比较困难，典型代表如挤压边墙结构.单个

挤压边墙的尺寸较小，整体结构形状复杂.采用传统

有限单元处理较繁琐，大多模拟中均不考虑该结构；
研究结果表明，挤压边墙对面板应力变形有改善作

用，在高坝中的影响有待进一步研究[14-1 5].若采用

多边形比例边界有限单元模拟，则可以方便、高效地

处理该问题.
本文按照三角形单元积分法则，提出在每个线

单元覆盖的三角形域内引入 3 个内部高斯点，利用

半解析的弹性解来构造用于非线性分析的单元形函

数，解决了比例边界有限元用于材料非线性数值分析

的限制问题，拓宽了当前比例边界有限元方法的应用

范围；采用多核并行算法，将该单元集成到大型岩土

工程有限元软件 GEODYNA 平台，使得 PSBFEM可

以用于大型工程结构的非线性数值分析中.

1 多边形比例边界有限元法原理

1.1 多边形比例边界有限元

对于任意求解域，都可用 n 条边的任意多边形

将问题域离散（n>2）；每个多边形只需满足比例边

界有限元的比例中心要求（从边界上的任意点都能

看见比例中心），就可将该多边形看作一个 SBFEM

子域，对每一子域分别求解后，可得整个问题的数

值结果.
该方法应用广泛，文献资料丰富，仅介绍一些关

键方程的作用[1-2].如图 1 所示为 SBFEM 计算的多

边形单元，比例中心定义在多边形几何中心；多边形

的边界采用一维线单元离散；引入局部坐标系ξ、s，
径向坐标ξ在比例中心O 处取 0，在边界处取 1；环
形坐标取值为-1≤s≤1.线单元 i 上任意点的坐标

可以根据边界的节点坐标求得，如下所示：

x b s( )=N s( )x b， （1）

y b s( )=N s( )y b， （2）

N s( )= N 1 s( )， N 2 s( )， …， Nm s( )[ ]. （3）
式中：N（s）为含 m 个节点的线单元形函数，可以取

任意阶；由于每个单元只在边界离散，形函数阶数的

增加不会使网格剖分复杂化；可以方便地根据实际

需要，增加形函数阶数.采用标准的一维 GLL 形函

数.在得到边界线单元的几何坐标后，求解域内任一

点坐标可以通过引入的径向坐标ξ求得.
x s( )=ξN s( )x b， （4）

y s( )=ξN s( )y b. （5）

图 1 比例边界有限元多边形单元

Fig.1 Polygon representation of scaled boundary finite
element method

1.2 多边形比例边界有限元单元形函数

对于每一边界线单元与比例中心连线构成的扇

形区域，任一点的位移场可以用 SBFEM坐标表示为

u ξ，s( )=N u s( )u ξ( ). （6）
式中：u（ξ）为比例中心与边界节点连线的径向位移

函数，N u（s）为边界线单元插值形函数.u（ξ）可以通

过求解比例边界有限元方程得到：

E 0ξ2u ξ( )，ξξ+ E 0-E 1+E T1( )ξu ξ( )，ξ-E 2u ξ( )+
 F ξ( )=0. （7）
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式（7）为关于ξ的二阶非齐次偏微分方程.式中：

E i（i=0，1，2）为只与材料属性和几何形状有关的系

数矩阵.引入变量 X（ξ），可将方程转换为一阶齐次

微分方程.

E 0 =∫
+1

-1

B T1 （s）DB 1（s）J（s）ds， （8a）

E 1 =∫
+1

-1

B T2 （s）DB 1（s）J（s）ds， （8b）

E 2 =∫
+1

-1

B T2 （s）DB 2（s）J（s）ds. （8c）

式中：D 为本构矩阵；|J（s）|为雅各比矩阵行列式；

B 1（s）和 B 2（s）为应变位移转换矩阵，具体表达式见

文献[2].

X ξ( )=
u ξ( )

q ξ( )

[

 
((

]

 
((， （9）

ξX ξ( )，ξ=-ZX ξ( ). （10）
式中：Z 为 Hamilton 矩阵：

Z=
E-10 E T1 -E-10

E 1E-10 E T1 -E 2 -E 1E-10
[

 
((

]

 
((； （11）

q（ξ）为与 u（ξ）相对应的内部节点力向量.
通过对 Hamilton 矩阵 Z 进行特征值分解，对

于每一多边形单元都可得到下式关系：

Z
Ψu

Ψq

[

 
((

]

 
((=

Ψu

Ψq

[

 
((

]

 
((S n. （12）

式中：S n 是由Z 矩阵负特征值组成的对角矩阵，ψu

和ψq 分别为位移和应力模态对应的转换矩阵.可以

求得与有限元相对应的等价形函数 Φ（ξ，s），表达

式如下：

Φξ，s( )=N u s( )Ψuξ-SnΨu
-1. （13）

在比例边界有限元方法中，Wolf[2]给出应变场

表达式（14a），代入位移场 u（ξ），可以求得应变位移

转换矩阵 B（ξ，s），如下：

εξ，s( )=B 1 s( )u ξ( )，ξ+ξ-1B 2 s( )u ξ( )， （14a）

B ξ，s( )=[B 1 s( )Ψu[-S n]+B 2 s( )Ψu]ξ-Sn-IΨ-1
u .
（14b）

1.3 非线性 PSBFE
在求出节点位移后，单元内部的位移场可以通

过形函数插值求得.与有限元类似，通过虚功原理，
可得

∫
Ω

δεTΔσ（ξ，s）dΩ=∫
Γ

δuTf tdΓ+∫
Γ

δuTf b dΓ-

 ∫
Ω

δεTσ（ξ，s）dΩ. （15）

式中：Δσ（ξ，s）为应力增量，f t 和 f b 分别为边界切

应力和体积力密度，δε（ξ，s）为虚位移场δu（ξ，s）对
应的虚应变场.

式（15）可以简写为

K epΔu b=R ext-R int. （16）
在求出单刚后，通过自由度组装，可得整个计算域的弹

塑性刚度矩阵，进一步可以列出计算域的平衡方程：

∑
nPol

i= 1
K ep( )ΔU b =∑

nPol

i= 1

（R ext-R int）. （17）

式中：ΔU b 为整个计算域边界的节点位移增量.从上

述推导可以看出，求解刚度阵的核心是求出弹塑性

本构矩阵 D ep和应变位移转换矩阵 B.
1.3.1 弹塑性本构矩阵 如图 2 所示，在求解非线

性问题时，Ooi 等[1 6]采用最小二乘法拟合弹塑性本

构矩阵 D ep，用笛卡尔坐标表示如下：

图 2 非线性 PSBFEM高斯积分点

Fig.2 Location of Gauss points to capture nonlinearity
of PSBFEM

D ep x，y( )=D 0+D 1x+D 2 y+D 3x 2+D 4xy+
D 5 y 2+…. （18）

系数矩阵 D i（i=1，2，3…）通过最小二乘法曲线拟

合技术求解，可以通过边界上的高斯点实现.若要提

高拟合精度，则需增加额外拟合点，可以根据需要沿

径向插入对应的拟合点，如图 2 （b）所示，详见文

献[16].利用该方法求解了 D ep和系数矩阵 E i（i=
0，1，2），将 PSBFEM 应用拓展到非线性领域.为了

获得满意的精度，该方法须将单元划分较小，采用最

小二乘法拟合会消耗较大的计算时间，不宜在大规

模数值分析中推广.
如图 2（a）所示，在每一线单元覆盖的三角形域

内引入 3 个高斯点，每个高斯点的坐标可以通过三

角形单元积分法则来确定，如图 3 所示.对于任意的

三角形单元，写成三角形坐标积分的表达式：

∬
Ωe

f（x，y）dx dy = A e∑
m

i= 1
W if（L i1，L i2，L i3）+E.（19）

式中：（L i1，L i2，L i3）为第 i 个积分点的三角形坐标，

A e 为三角形 e 的面积，m 为每个三角形内的积分点
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个数，W i 和E 分别为权重和积分残差.对于本文的

3 个高斯积分点，如表 1 所示.高斯点的位置分布及

具体的积分表达式为

∬
Ωe

f（ξ，s）dξds =
1
6 f

2
3
，1
6
，1
6

 

 
(

 

 
(+f 1

6
，1
6
，2
3

 

 
(

 

 
(+[

 f 1
6
，2
3
，1
6

 

 
(

 

 
( ]+E. （20）

表 1 三角形单元积分点选择

Tab.1 Integration points in triangular element

图形 积分点 面积坐标 权系数

a 2
3
，1
6
，1
6

1
3

b 1
6
，2
3
，1
6

1
3

c 1
6
，1
6
，2
3

1
3

1.3.2 弹塑性刚度矩阵 实现非线性的主要思想

如下：对于任意 n 边形，线上高斯点数为 2n，面上高

斯点 数 为 3n.首 先 通 过 线 上 高 斯 积 分 点 求 解

SBFEM的系数矩阵 E i（i=0，1，2）；形成 Z 矩阵；按
式（12）进一步求解特征值和特征向量，可以解出应

变位移转换矩阵的表达式（14）.D ep通过调用有限元

程序的本构模块获得；单元刚度矩阵通过每个单元

内部的面高斯点积分求解如下：

K ep =∑
3n

i = 1
B i（ξ，s）D iepB i（ξ，s）A i. （21）

按自由度组装获得计算域的总体刚度矩阵.

2 程序验证-Koyna 大坝

2.1 计算模型

Koyna 大坝为典型非溢流坝型，在 1 9 6 7 年的强

震中多处发生损伤破坏[1 7]，一直以来被研究者作为

经典算例验证，取得了丰硕的成果[18-22].该坝几何

尺寸及多边形网格如图 3 所示，坝体总长 850 m，高

1 03 m，最高蓄水位为 9 1.7 m.为了更精细地模拟损

伤扩展，在区域 1 和区域 2 位置进行局部加密.如
图 4（b）所示，计算模型共包括 3 8 1 5 个多边形单元

和 7 823 个节点，自由度数共为 1 5 486.
2.2 计算参数

根据 Wang 等[22]的研究成果可知，计算参数如

下：密度ρ=2.63 g/cm3，弹性模量 E=31 GPa，泊松

比ν=0.2，混凝土抗拉强度取 2.9 MPa，断裂能取

2 50 N·m.

图 3 Koyna 大坝几何尺寸及多边形网格

Fig.3 Geometry and polygon mesh of Koyna Dam

坝体主要受自重及上游水压力的作用；底部采

用刚性边界，地震中，动水压力采用附加质量法[23]

施加.地震动输入采用实测地震波[1 7]，其中水平向

最大加速度为 4.9 m/s2，竖向加速度峰值为 3.4
m/s2，如图 4 所示.图中，a 为加速度.计算中，时间

间隔Δt=0.005 s.阻尼采用瑞利阻尼计算，在混凝

土材料动力计算中，本文假定阻尼为 5%[24].
由于混凝土抗拉强度远低于抗压强度，只开展

Koyna 大坝的拉损伤分析.

图 4 Koyna 大坝实测加速度时程

Fig.4 Koyna acceleration records

2.3 结果分析

2.3.1 损伤累积发展演化 图 5 给出损伤累积发

展过程中的 6 个重要时刻.图中，T dmg 为拉损伤因

子，取值为 0、1，0 表示完好无损，1 表示完全损坏.
由于刚性边界约束的作用，当 t=1.785 s 时，上
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图 5 Koyna 大坝拉损伤累积发展演化

Fig.5  Evolution of cumulative tensile damage in
Koyna dam

游坝底处开始出现损伤；当 t=3.980 s 时，下游面开

始损伤；正应力的作用导致坝块上半部晃动，从而在

4.185 s 时，上游面开始损伤.下游面损伤呈曲线式

向下发展，如图 6（d）、（e）所示；靠近上游面时，损伤

带开始转成水平向发展，当 t=10 s 时，整个损伤区

域如图 6（f）所示.
2.3.2 分析比较 图 6 给出大坝震后的整体损伤

分布情况.可以看出，损伤区域分布比较集中，和

Wang 等[22]的研究成果吻合较好.

图 6 NPSBFE 计算的 Koyna 大坝整体损伤分布

Fig.6  Distribution of global damage with polygons
mesh in Koyna dam

当 T dmg超过 0.8 时，混凝土将开裂[1 9].连接损

伤因子超过 0.8 的单元，这些单元组成的区域可以

看作是一条连通的裂纹.如图 7 所示，本文计算所得

的损伤区域与 XFEM[21]及振动台实验[18]所得的裂

纹位置十分接近，表明将本文实现的 NPSBFE 用于

工程结构非线性动力响应的可靠性.

图 7 与 XFEM及振动台实验结果对比图

Fig.7 Contrast diagram between simulation results and
shaking table test results

3 面板堆石坝数值模拟

面板堆石坝计算模型坝高 2 50 m，如图 8 所示，
上、下游坝坡均为 1∶1.5；面板顶部厚 0.3 m，底部

厚 1.2 m.主体结构分区如图 9 所示，包含面板、趾
板、垫层料区、挤压边墙、过渡料区和主堆石料区，并
在面板与挤压边墙、挤压边墙与垫层料及垫层料与

趾板之间设置接触面单元，在面板与趾板之间设置

缝单元.
单个挤压边墙的典型断面一般为梯形，如图 9

所示.在计算中，挤压边墙断面高 40 cm，顶部宽为

1 0 cm，上游面坡度为 1∶1.5，下游面坡度为 8∶1.

图 8 二维混凝土面板坝模型

Fig.8  Plane model of two-dimensional concrete-faced
rockfill dam

图 9 典型挤压边墙与坝体结构布置示意图

Fig.9  Typical extrusion sidewall and partitioning of
dam body materials
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3.1 多边形过渡

采用多边形比例边界有限单元进行疏密网格的

衔接.采用该方法能够快速地处理任意形状计算模

型任意位置的网格细分问题.主要步骤如下.
1）如图 1 0 所示，第 1 部分为需要精细模拟的细

密网格，第 2 部分为较稀疏的网格.根据需要，在同

一模型中将两部分网格划分完毕，为下一步工作

作准备.
2）在疏密网格衔接处，在疏网格边界上插入与

细网格边界节点对应的插入点，细网格边界上插入

与疏网格边界节点对应的插入点，如图 1 1 所示.
3）在交界边上生成、合并插入点编号；至此，疏

密网格过渡处理完毕，最终的计算网格见图 1 2（a）.
上述疏密网格衔接技术简便、高效，且已实现程

序化操作，可以大量减少前处理工作，为数值仿真方

案优选、精细数值模拟等提供技术支撑.

图 10 典型粗细网格示意图

Fig.10 Representative mesh of coarse and fine

图 1 1 插入节点

Fig.1 1 Inserting nodes

图 12 合并插入节点

Fig.12 Merge and compress inserting nodes

3.2 计算方案

为了验证本文实现单元用于工程结构非线性分

析的可靠性.将本文实现单元计算结果与有限元较

密网格计算结果进行对比分析，设置计算方案如下.
1）PSBFEM较疏网格计算.
2）有限元较密网格计算.

3.2.1 PSBFEM疏网格计算 采用五边形比例边

界有限单元对挤压边墙进行模拟，并用多边形单元

过渡；疏密网格在同一模型中剖分完成后，通过多边

形过渡技术处理，方便、快速地建立了一致的多尺度

计算模型.局部网格如图 1 3 所示，过渡后共包含

1 2 202个单元，12 85 1 个节点.计算中，接触面和缝

单元采用无厚度的 Goodman 单元，其余单元均采用

提出的非线性多边形比例边界有限单元.

图 13 PSBFEM局部放大网格图

Fig.1 3 Partial detail mesh of PSBFEM

3.2.2 有限元较密网格 目前，解决堆石体和面板

之间的疏密过渡问题，多采用将面板附近的堆石体

（垫层、过渡层）进行逐渐加密过渡的方法[24]，这增

加了大量的前处理工作量，且过渡区网格质量不高，
影响计算精度.这种处理对平面问题尚可操作，对于

三维结构，则相当困难.为了更准确地得到该问题的

数值解，采用较密的有限元网格，过渡处理后的局部

有限元网格见图 1 4；共包含 34 369 个单元，34 088 个
节点.在计算中，接触面和缝单元采用无厚度的 Good-
man单元，其余单元均采用传统有限元等参单元.

图 14 FEM局部放大网格图

Fig.14 Partial detail mesh of FEM

3.3 静力计算

静力分析模拟了坝体的施工填筑和蓄水过程；
其中坝体分 78 层填筑完成，面板为一次填筑完成，
水位分 30 级蓄至 240 m 高程.面板、趾板及挤压边

墙采用线弹性模型，参数如表 2 所示.垫层、过渡和
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堆石 体 采 用 广 义 塑 性 模 型 模 拟，参 数 如 表 3 所

示[25]；接触面采用理想弹塑性接触面模型，参数如

表 4 所示[26].

表 2 线弹性材料参数

Tab.2 Parameters of concrete linear model

材料 E/MPa μ
面板 30 000 0.1 6 7

趾板 30 000 0.1 6 7

挤压边墙 5 000 0.200

表 3 堆石料广义塑性模型参数[25]

Tab.3 Rockfill material parameters in generalized plasticity
model[25]

G 0 K 0 Mg Mf αf αg H 0 HU 0 m s

1 000 1 400 1.8 1.38 0.45 0.4 1 800 3 000 0.5

m v m l m u r d γDM γu β0 β1 -

0.5 0.2 0.2 1 80 50 4 3 5 0.022 -

表 4 理想弹塑性接触面模型参数[26]

Tab.4 Parameters of ideal elasto-plastic interface model[26]

接触面位置 k 1 k 2/（kPa·m-1） n c/kPa φ0/（°）

面板与挤压边墙 300 1 0 7 0.85 2 000 32.0

挤压边墙与堆石 300 1 0 7 0.85 0 41.5

3.4 动力计算

采用广义塑性模型进行动力分析，主堆石料计

算参数如表 3 所示，参数的物理意义详见文献[24，

25].过渡料与垫层料均取堆石料参数.面板所受的

动水压力采用附加质量法模拟[23].
地震动输入采用《水工建筑物抗震设计规范》

（DL-5073-2000）规范谱人工地震波，顺河向地震峰

值加速度为 2 m/s2，竖向加速度为 1 m/s2.地震波

加速度时程如图 1 6 所示.计算中，地震波时长为

2 5.00 s，时间步长Δt=0.01 s.
3.5 计算结果及比较分析

图 1 7 给出满蓄期坝体位移对比的情况.可以看

出，本文实现的多边形比例边界有限单元疏网格与

传统有限元较密网格的计算结果基本保持一致，仅
水平位移在局部有较小差别.

如图 1 8 所示为满蓄期面板应力变形的计算结

果.PSBFEM结果与 FEM吻合较好，其中最大挠度

为 0.406 m，发生在高程 1 00 m 附近；顺坡向应力包

络线仅在高程 50 m 附近的应力有较小差别.
  表 5 给出满蓄时坝体和面板变形和应力的最

图 16 地震波加速度时程曲线

Fig.1 6 Input ground motion acceleration time history

图 17 满蓄期坝体位移

Fig.1 7 Displacement of dam after impoundment

值.可以看出：本文方法与有限元的计算结果相差

表 5 静力计算满蓄期结果对比

Tab.5 Comparison of displacement of dam after impound-
ment

方法
  坝体位移/m    面板应力变形  

向上游 向下游 竖向 挠度/m 应力/MPa

FEM 0.1 90 0.320 1.877 0.406 0 1 5.53 5

PSBFEM 0.185 0.3 1 8 1.870 0.405 8 1 5.36 7

甚小，说明本文的 PSBFEM精度可以得到保证.
如图 1 9 所示为地震过程中的面板顺坡向应力

包络线.图中，σmin、σmax分别为最小和最大顺坡向应

力.应力随高程的分布规律完全一致，数值基本保持

一致；其中最小顺坡向应力在高程 50 和 200 m 附近

有较小差别，最大顺坡向应力在高程 50 m 附近有

微小差别.
  表 6列出了2种方法动力计算中面板应力的最
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图 18 满蓄期面板应力变形

Fig.18  Deflection and stress along slope direction of
face slabs after impoundment

图 19 地震动作用下面板顺坡向应力

Fig.1 9 Stress along slope direction during earthquake

表 6 动力计算的面板应力对比

Tab.6  Comparison of stress along slope direction during
earthquake

方法 σmin/MPa σmax/MPa

FEM -5.09 6 2 9.35 7

PSBFEM -5.227 2 9.186

值情况.最小顺坡向应力相差 2.5 1%，最大顺坡向

应力仅相差 0.58%，相差很小，对于实际工程而言，
可以满足相应的精度，说明 PSBFEM在动力计算中

能够保证满意的精度.
在相同网格数量下，由于 SBFEM 本身的特点，

计算时间较 FEM 慢，但前者可以结合灵活的多边

形单元，便捷、快速地实现疏密过渡.为了更全面地

显示采用 NPSBFE 过渡的优点，表 7 给出 2 种方法

的计算时间.可以看出，采用过渡后，可以使网格数

量减少 64.5%，大幅地降低网格数量.从计算时间

上看，由于网格数减少，静力计算时间可以减少

44.4%，动力计算时间相应减少 1 6.3%，可以在一

定程度上提高计算效率.若与 FEM 联合使用，则只

有疏密衔接处的多边形采用 SBFEM，其余单元

表 7 FEM和 PSBFEM计算时间对比

Tab.7  Comparison of computational times with FEM

and PSBFEM

方法 单元数
计算时间（归一化时间）

静力分析 动力分析

FEM 34 3 6 9 1.000 1.000

PSBFEM 12 202 0.55 6 0.837

采用 FEM，进一步提升了计算效率.
考虑挤压边墙的面板堆石坝静、动力数值分析

计算结果表明：NPSBFE 疏网格计算的坝体位移和

面板应力变形与有限元较密网格计算结果基本一

致，吻合度较好.用多边形比例边界有限元可以非常

灵活地处理复杂的材料分区，减少建模难度和单元

数量，提高计算效率.

4 结 语

本文在多边形比例边界有限元的基础上，根据

三角形单元积分法则，提出在每个线单元覆盖的三

角形域内引入 3 个内部高斯积分点.利用半解析的

弹性解来构造用于非线性分析的单元形函数，解决

了比例边界有限元弹塑性数值分析的限制难点，实
现了非线性多边形比例边界有限单元（NPSBFE）.

采用六边形为主的多边形单元，对经典算例

Koyna 大坝进行塑性损伤动力响应分析，并与振动

台实验及 XFEM模拟结果进行比较.坝体损伤扩展

过程及损伤区域分布均与文献[20~22]及实验结果

吻合较好，验证了提出的 NPSBFE 用于非线性动力

分析的可靠性.另外，采用该单元模拟考虑挤压边墙

的面板堆石坝弹塑性地震动响应模拟.用五边形单

元模拟挤压边墙结构，避免出现扁长单元或较低精

度的三角形单元，利用多边形单元进行疏密网格过

渡，大幅简化前处理工作量.NPSBFE 模拟结果与

FEM较密网格所得的结果吻合良好，表明用多边形

比例边界有限元可以非常灵活地处理复杂的材料分

区，减少建模难度和单元数量.在材料分区优化和尺

度急剧变化区域跨尺度处理研究等方面具有突出的

优势，数值模拟的适用性更广.
本文的主旨在于验证 NPSBFE 在大坝结构的

非线性动力响应数值计算中的可靠性与正确性，进
而将 NPSBFEM 推广到其他工程结构非线性数值

分析.在实际应用中，可以与有限元技术耦合.根据

需要，仅在局部复杂区域或尺度急剧变化的跨尺度

衔接处使用本文提出的 NPSBFE，则计算效率大幅
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提高.本文工作将为大型复杂结构静动力精细分析、
跨尺度/多尺度数值模拟、仿真方案优选、损伤破坏

分析等提供了有力的技术支撑.
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